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مرجع آموزشی فرخی

الف) دو پاره خط  و  مطابق شکل داده شده اند.

نقطه اي بیابید که از دو نقطۀ  و  به یک فاصله باشد و از دو نقطۀ  و  نیز به یک فاصله باشد.

 ب) نقطۀ مورد نظر در قسمت الف را  می نامیم. اگر نقطۀ  روي عمودمنصف پاره خط  باشد و  دایره اي به

مرکز  و به شعاع  باشد، رأس هاي چهارضلعی  نسبت به دایرة  چه وضعیتی دارند؟ چرا؟

B

A

D
C

1ABCD

ABCD

OOBCG

OOAABCDG

پاسخ:

 الف) نقطه اي که از  و  به یک فاصله باشد روي عمودمنصف  قرار دارد پس عمودمنصف  را رسم می کنیم.

نقطه اي که از  و  به یک فاصله باشد روي عمودمنصف  قرار دارد پس عمودمنصف  را رسم می کنیم.

) است. نقطه اي که هر دو خاصیت بالا را داشته باشد در محل برخورد دو عمودمنصف (نقطۀ 

B
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D
C

O

ب)

 رأس هاي چهارضلعی  روي محیط دایره اي  به مرکز  و به شعاع  قرار دارند.

ABABAB

CDCDCD

O

OA = OB = OC = OD →

AB

CD
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روی عمود منصف

روی عمود منصف

روی عمود منصف

O

O

O

نقطۀ

نقطۀ

نقطۀ

→ OA = OB

→ OC = OD

→ OB = OC

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

ABCD(G)OOA

در شکل مقابل  است. مقادیر  و  را بدست آورید. 2ST ∥ BCxy

پاسخ:

ST ∥ BC → = → =
AS

SB

AT

TC

8

4

3y+ 3

6

→ 3y+ 3 = 12 → 3y = 9 → y = 3

ST ∥ BC → = = → = = → 4x+ 1 = 9 → 4x = 8 →
AS

AB

AT

AC

ST

BC

8

12

12

18

6

4x+ 1
x = 2

1



در هر مورد با عوض کردن جاي فرض و حکم عکس آنچه را داده شده است، بنویسید.

الف) اگر در مثلثی سه ضلع برابر باشند، آنگاه سه زاویه نیز برابر خواهند بود.

ب) اگر در یک چهارضلعی اضلاع روبرو موازي باشند، در این صورت زوایاي مقابل با هم برابرند.

پ) اگر رأس هاي یک چهارضلعی روي یک دایره قرار داشته باشند، در این صورت زوایاي مقابل آن چهارضلعی مکمل اند.

ت) در یک مثلث اگر دو ارتفاع نابرابر باشند، ضلع متناظر به ارتفاع بزرگتر کوچک تر است از ضلع مقابل به ارتفاع کوچک تر

3

الف) اگر در مثلثی سه زاویه برابر باشند، آنگاه سه ضلع نیز برابر خواهند بود. پاسخ:

ب) اگر در یک چهارضلعی زوایاي مقابل با هم برابر باشند، آنگاه اضلاع روبرو موازي خواهند بود.

پ) اگر زوایاي مقابل یک چهارضلعی مکمل هم باشند، آنگاه رأس هاي چهارضلعی روي یک دایره قرار خواهند داشت.

ت) در یک مثلث اگر دو ضلع نابرابر باشند، ارتفاع متناظر به ضلع بزرگتر کوچک تر است از ارتفاع متناظر به ضلع کوچک تر.

A B

TS

D C  

در ذوزنقۀ مقابل  است. ثابت کنید: 
4

AB ∥ ST ∥ DC=
AS

SD

BT

TC

پاسخ:

 اثبات: قطر  را رسم می کنیم و داریم:

A B

TS

D C

M

 

BD
: SM ∥ AB → = (1)ABD

Δ AS

SD

BM

MD

: MT ∥ DC → = (2)BCD
Δ BM

MD

BT

TC

(1), (2) → =
AS

SD

BT

TC

مثلثی دلخواه رسم کنید و آن را  بنامید. نیمسازهاي دو زاویۀ این مثلث را رسم کنید و نقطۀ برخورد آنها را  بنامید. از نقطۀ  بر

سه ضلع مثلث عمود رسم کنید و پاي یکی از عمودها را  بنامید. به مرکز  و شعاع  دایره اي رسم کنید. اضلاع مثلث  نسبت به

این دایره چه وضعیتی دارند؟ چرا؟

5ABCOO

HOOHABC

پاسخ:

O

H

L

CB

A

K

دایره به مرکز  و شعاع بر هر سه ضلع مثلث مماس است.

→ OL = OK = OH
Â

B̂

نیمساز

نیمساز

= AO → OL = OK

= BO → OK = OH

⎫

⎭
⎬

OOH

مثلثی دلخواه رسم کنید و آن را  بنامید. عمودمنصف هاي دو ضلع این مثلث را رسم کنید و نقطۀ برخورد آنها را  بنامید. به مرکز 

و به شعاع  یک دایره رسم کنید. نقاط  و  نسبت به این دایره چه وضعیتی دارند؟ چرا؟

6ABCOO

OABC

پاسخ: عمودمنصف هاي  و  را رسم می کنیم تا یکدیگر را در نقطۀ  قطع کنند.

O
CB

A

 

ABBCO

}→ OA = OB = OC
AB

BC

روی عمود منصف

روی عمود منصف

O

O

نقطۀ

نقطۀ

→ OA = OB

→ OB = OC
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 پس نقاط  و  و  روي محیط دایره اي به مرکز  و شعاع  قرار دارند.

یعنی محل برخورد عمودمنصف هاي اضلاع یک مثلث مرکز دایرة محیطی مثلث است.

ABCOOA

A

B
C D

E

5

15

در شکل مقابل دو مثلث قائم الزاویه مشاهده می کنید. نسبت محیط ها و مساحت هاي آن ها را به دست آورید. 7

پاسخ:

A

B
C D

E

5

15

 

D C ∼ A C → k = = → K = 3E
Δ

B
Δ CE

AC

15

5

= K = 3 , = = 9

P
D CE

Δ

P
A CB
Δ

S
D CE

Δ

S
A CB
Δ

K2

5m
1m

60m

 

بر دیوار یک کمپ نظامی نورافکنی به ارتفاع  متر (مانند شکل) قرار گرفته است. فردي که در طرف دیگر رودخانه است، می خواهد فاصلۀ

خود را تا پایۀ نورافکن محاسبه کند. براي این کار چوبی به طول متر را روي زمین قرار می دهد و مشاهده می کند که طول سایۀ چوب برابر  متر

است. فاصلۀ این مرد تا پاي نورافکن چقدر است؟

860

5

پاسخ:

5m
1m

O
D

C

A

B

60m

x

= → = →
OD

OB

CD

AB

5

x

1

60
x = 300m

هر یک از حکم هاي کلی زیر را با یک مثال نقض رد کنید.

الف) هیچ عدد اول بزرگ تر از  وجود ندارد.

ب) مساحت هر مثلث از مساحت هر مربع بیشتر است.

پ) در هر مثلث اندازة هر ضلع از اندازة هر ارتفاع بزرگتر است.

ت) در هر مثلث میانه و عمودمنصف متناظر به هر ضلع بر هم منطبق هستند.

9

127

الف) عدد  بزرگتر از  و اوّل است پس حکم رد می شود. پاسخ:

ب) اگر یک مربع دلخواه (مثلاً به طول ضلع  متر) را انتخاب کنیم مساحت مربع  متر مربع می شود. اگر قطرهاي مربع را رسم کنیم، مربع به  مثلث مساوي با مساحت هر کدام 

متر مربع تقسیم می شود و مشاهده می کنیم که مساحت مثلث از مساحت مربع کمتر است پس حکم رد می شود.

پ) اگر یک مثلث متساوي الساقین بطول ضلع هاي  و  و  را در نظر بگیریم باتوجه به شکل و رابطۀ فیثاغورس طول ارتفاع وارد بر قاعده  می شود که این ارتفاع از قاعده بزرگتر

است و حکم رد می شود.

131127

63649

3328√
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A

B H C11

33

 

 ت) مثلث مختلف الاضلاع  را به طور دلخواه رسم می کنیم و میانه و عمودمنصف ضلع  را رسم می کنیم و مشاهده می کنیم که این دو بر هم منطبق نیستند پس حکم رد

می شود.

A

B M C

 

A +B = A → A + 1 = 9 → A = 8 → AH =H 2 H 2 B2 H 2 H 2 8√

→ AH = 2 → AH > BC2√

ABC
Δ

BC

با برهان خلف ثابت کنید نمی توان از یک نقطۀ غیر واقع بر یک خط، دو خط عمود بر آن خط رسم کرد. 10

پاسخ:

 فرض: نقطه اي مانند  غیر واقع بر خطی مانند  وجود دارد.

حکم: از نقطۀ  نمی توان بیش از یک عمود بر خط  رسم کرد.

A

B
d

C

اثبات: فرض می کنیم که حکم غلط باشد، یعنی از نقطۀ  دو عمود بر خط  رسم شده است (مانند شکل) که خط  را در نقاط  و  قطع کرده اند.

در این صورت مجموع زوایاي داخلی مثلث  بزرگتر از  خواهد شد و این غیر ممکن است. پس امکان رسم دو عمود از یک نقطۀ غیر واقع بر یک خط وجود ندارد، یعنی

حکم نمی تواند غلط باشد.

Ad

Ad

AddBC

ABC
Δ

180
∘

ثابت کنید در هر مثلث پاره خطی که وسط هاي دو ضلع مثلث را به هم وصل کند، با ضلع سوم موازي و مساوي نصف آن است. 11

پاسخ:

 فرض: 

حکم: 

B C

A

D E

اثبات:

 

AE = EC , AD = DB

DE = , DE ∥ BC
BC

2

→ =
AD = DB

AB = AD+DB

AD

AB

1

2

→ =
AE = EC

AC = AE +EC

AE

AC

1

2

→ = = DE ∥ BC
AD

AB

AE

AC

1

2
− →−−−−−
عکس قضیه تالس

DE ∥ BC = = = → DE =− →−−−
قضیه تالس AD

AB

AE

AC

DE

BC

1

2

BC

2
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B C

A

H

در مثلث قائم الزاویه روبه رو در هر حالت، اندازة پاره خط خواسته شده را بدست آورید.

پاسخ:

 ،  ،  ،  ،BC = 10BH = 9AH =?AB =?AC =?
پاسخ:

 

 

 

BC = BH +HC → 10 = 9 +HC → HC = 1

A = BH ⋅ CH → A = 9 × 1 →H 2 H 2 AH = 3

A = BC ⋅BH → A = 10 × 9 → AB = →B2 B2
90
−−

√ AB = 3 10
−−

√

A = BC ⋅ CH → A = 10 × 1 →C2 C2 AC = 10
−−

√

 ،  ،  ،  ،AC = 5CH = 2BC =?AH =?AB =?
پاسخ:

 

 

 

 

یا

A = BC ⋅ CH → = BC × 2 →C2
5

2
BC = 12٫5

BC = BH + CH → 12٫5 = BH + 2 → BH = 10٫5

A = BH ⋅ CH → A = 10٫5 × 2 → A = 21 →H 2 H 2 H 2 AH = 21
−−

√

A = BC ⋅BH → A = 12٫5 × 10٫5 → A = 131٫25B2 B2 B2

→ AB = →21 × 6٫25
− −−−−−−

√ AB = 2٫5 21
−−

√

AB ⋅AC = BC ⋅AH → AB× 5 = 12٫5 × →21
−−

√ AB = 2٫5 21
−−

√

 ،  ،  ،  ،  ،AB = 8AC = 6BC =?AH =?BH =?CH =?
پاسخ:

 

 

 

A +A = B → + = B → B = 100 →B2 C2 C2
8

2
6

2
C2 C2 BC = 10

AB ⋅AC = BC ⋅AH → 8 × 6 = 10 ×AH → AH = 4٫8

A = BC ⋅ CH → = 10 × CH →C2
6

2
CH = 3٫6

A = BC ⋅BH → = 10 ×BH →B2
8

2
BH = 6٫4

 ،  ،  ،  ،AB = 12AH = 6BH =?BC =?AC =?

5
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پاسخ:

 

 

A = A +B → = +B → B = 144 − 36 → B = 108B2 H 2 H 2
12

2
6

2
H 2 H 2 H 2

→ BH = 6 3√

A = BC ⋅BH → = BC × 6 → BC = →B2
12

2
3√

144

6 3√
BC = 8 3√

AB ⋅AC = AH ⋅BC → 12 ×AC = 6 × 8 →3√ AC = 4 3√

H

y

A

D

x

12

11

C

B

 

در مستطیل مقابل مقادیر  و  را بدست آورید. 13xy

پاسخ:

 

A = A +B → = + → = 144 − 121B2 H 2 H 2
12

2
x2

11
2

x2

→ = 23 →x2 x = 23
−−

√

∼   → = → = →ADH
Δ

ABH
Δ AH

BH

AD

AB

23
−−

√

11

y

12
y =

12

11
23
−−

√

در هر قسمت تشابه مثلث ها را ثابت کنید و مقادیر  و  را بدست آورید.

x

y

D

E

F

a

c

b

c2

A

C

2b

a2

B

200

600A

B

C

E

D

3
4

62
2 5

x

A

B C
D

4

12

E

16

20
3

x

y

(پ)(ب)(الف)

14xy

پاسخ:

 

 

= = = 2 → ∼   (الف→
AB

DF

AC

DE

BC

EF
ABC

Δ

DEF
Δ

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

= = →B̂ F̂ 20
∘

y = 20
∘

= =Ĉ Ê 60
∘

= →Â D̂ x = 100
∘

→ ∼   → = (ب=
A B = D EĈ Ĉ

= =
AC

CE

BC

CD

1

2

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
ABC

Δ
CDE

Δ AC

CE

BC

CD

AB

DE

→ = = →
3

6

2

4

2٫5

x
x = 5

}⇒ ∼   ⇒ = (پ=
= =B̂ D̂ 90

∘

A B = CEĈ D̂
ABC

Δ

CDE
Δ AB

DE

BC

DC

AC

CE

6
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→ = = → x = →
4

12

x

16

20

3

y

16 × 4

12
x =

16

3

→ y = →
12 ×

20

3

4
y = 20

A

B
C

6

P Q

3

2

9
 

در شکل مقابل  است. طول پاره خط هاي  و  را بدست آورید. 15PQ ∥ BCAPPQ

پاسخ:

PQ ∥ BC → = → = →
AP

PB

AQ

QC

AP

6

2

3
AP = 4

PQ ∥ BC → = = → = = →
AP

AB

AQ

AC

PQ

BC

4

10

2

5

PQ

9
PQ =

18

5

در هر مورد، مقدار عددي  را به دست آورید.

  (الف

 (ب

16a

b

=
a

10 + a

b

8 + b

=
3a+ 10

10 + 2a

3b+ 7

7 + 2b
پاسخ:

 (الف

 (ب

a(8 + b) = b(10 + a) → 8a+ = 10b+ → 8a = 10b → = →ab ab
a

b

10

8
=

a

b

5

4

(3a+ 10)(7 + 2b) = (3b+ 7)(10 + 2a)

→ 21a+ + + 20b = 30b+ 6 + + 14a6ab 70 ab 70

→ 21a− 14a = 30b− 20b → 7a = 10b → =
a

b

10

7

B C

A

H

در شکل مقابل مساحت مثلث قائم الزاویه  را به دو روش محاسبه کنید و از تساوي دو عبارت بدست آمده براي مساحت مثلث یک

تناسب بدست آورید.

17ABC

پاسخ:

BC ×AH = AB×AC → =

= BC ×AHS
ABC

Δ

1

2

= AB×ACS
ABC

Δ

1

2

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

1

2

1

2

AB

BC

AH

AC

7
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فرض کنید نقطۀ  به فاصلۀ  سانتی متر از خط  باشد. روش رسم هر یک از مثلث هاي زیر را توضیح دهید.

الف) مثلث متساوي الساقینی که  یک رأس آن و قاعدة آن بر خط  منطبق باشد.

ب) مثلثی که شرایط (الف) را داشته باشد و طول ساق آن   سانتی متر باشد.

پ) مثلثی رسم کنید که شرایط قسمت (الف) را داشته باشد و مساحت آن  باشد.

18A4d

Ad

6

8cm2

الف) دهانۀ پرگار را بیش از  سانتی متر باز می کنیم و دایره اي به مرکز نقطۀ  و شعاع انتخاب شده رسم می کنیم تا خط  را در دو نقطۀ  و  قطع کند. مثلث پاسخ:

متساوي الساقینی  جواب مسئله است زیرا  

C

A

d
B

 ب) مطابق با شرایط قسمت (الف) عمل می کنیم و دهانۀ پرگار را دقیقاً  سانتی متر باز می کنیم تا طول ساق ها  سانتی متر بدست آید.

پ) چون فاصلۀ نقطۀ  از خط  (قاعدة مثلث متساوي الساقین)  سانتی متر است پس ارتفاع مثلث  سانتی متر است و قاعدة آن بصورت زیر بدست می آید:

 

اکنون باید مثلث  را طوري رسم کنیم که قاعدة آن  برابر  سانتی متر باشد.

ابتدا از نقطۀ  خط  را بر خط  عمود می کنیم و محل برخورد دو خط را  می نامیم. پس دهانۀ پرگار را به اندازة  سانتی متر (نصف قاعده) باز می کنیم و به مرکز  دایره اي

،  و  و  رسم می کنیم تا خط  را در نقاط  و  قطع کند.  جواب مسئله است زیرا 

A

d

d
B C

4AdBC

ABC
Δ

AB = AC = R

66

Ad44

S = → 8 = →
AH ×BC

2

4 ×BC

2
BC = 4

ABC(BC)4

Ad′dH2H

dBCABC
Δ

AB = ACBC = 4AH = 4S = 8cm2

دو مثلث متشابه  و  را با نسبت تشابه  در نظر بگیرید، به گونه اي که 

باشد. اکنون ارتفاع هاي  و  را در دو مثلث رسم کنید.

 الف) ثابت کنید مثلث هاي  و  متشابه اند.

ب) نسبت  را بدست آورید.

پ) نسبت مساحت هاي  را محاسبه کنید.

ت) نسبت محیط  هاي دو مثلث  و  را بدست

آورید.

B

C

A

H

B

C

A

H

19
ABCA′B′C ′K= = = K

AB

A′B′

AC

A′C ′

BC

B′C ′

AHA′H ′

AHB
Δ

A′H ′B′
Δ

AH

A′H ′

S
ABC

Δ

S
A

′
B′C ′
Δ

ABCA′B′C ′
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پاسخ:

B

C

A

H

B

C

A

H

 

 (الف

  (ب

 (پ

  (ت

}⇒ ∼  
=B̂ B′̂

= =Ĥ H ′̂
90

∘
ABH

Δ

A′B′H ′
Δ

∼   → = = K →ABH
Δ

A′B′H ′
Δ AB

A′B′

AH

A′H ′
= K

AH

A′H ′

= = ⋅ = →

S
ABC

Δ

S
A′B′C ′

Δ

BC ⋅AH
1

2

⋅
1

2
B′C ′ A′H ′

BC

B′C ′

AH

A′H ′
K2 =

S
ABC

Δ

S
A′B′C ′

Δ

K2

= = = K → AB = ⋅K , AC = ⋅K , BC = ⋅K
AB

A′B′

AC

A′C ′

BC

B′C ′
A′B′ A′C ′ B′C ′

= = →

P
ABC

Δ

PA′B′C ′

AB+AC +BC

+ +A′B′ A′C ′ B′C ′

K( + + )A′B′ A′C ′ B′C ′

+ +A′B′ A′C ′ B′C ′
= K

P
ABC

Δ

P
A′B′C ′

Δ
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